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官渡之战是曹操统
一

北方、 奠定基业 ，
进而在三国争霸中成为最强集团的关键战

役 ， 不论是正史 《 三国志 》 还是小说 《 三国演义 》 都描述了这场战争 ， 而且也都将这

场战争说成
“

以少胜多
” “

以
一

敌十
”

的经典战例 。 《 三国志 》 中体现双方实力悬殊

的有这样
一

段记载 ：

“

八月 ，
绍连营稍前 ， 依沙缒为屯 ， 东西数十里。 公亦分营与相当 ，

合战不利 。 时公兵不满万 ， 伤者十二三。

”
［

１
］

然而 ， 对于 《 三国志 》 的记述 ， 后人不断提出质疑。 裴松之在注中提了三点 ：

第
一

， 袁绍屯兵数十里 ， 曹操能够应对 ， 兵力不会少 ；

第二 ， 袁绍如果十倍兵力于曹操 ， 应该合围曹操 ， 反而被其主动出击 ；

第三 ， 曹操坑杀了袁绍七八万人 ， 人少是不可能实现的 。

《 三国志 》 的记载不甚明确 ， 可能只是官渡之战中某
一

次战斗的人员对比 。 裴注

所提出的质疑也是有理有据 。

那么
， 官渡之战究竟是不是

一

场
“

以少胜多
”

甚至
“

以一敌＋
”

的战争？

史学家对此历来有所争论 ， 有的对战争胜败进行分析 ，

Ｍ 有的对曹操的兵力进行

考察。
［
３

］ 虽然在数量说法各不同 ， 但大都不支持
“

以
一

敌十
”

的说法。 关于曹军人数 ’

史书中没有记载准确数字或提供直接证据 。 但是土地 、 粮食、 人口以及军事力量等衡

量国家综合实力的指标 ， 可以帮助推断出曹军的大致兵力 ， 而对此鲜有前人研究涉及。

对史料挖掘和考察是传统历史研究的重要方法 ， 随着近年科学发展 ， 用数学模型

对战争或历史事件进行定量研究已不鲜见 ， 如用
“

博弈论
”

的模型分析李广的百骑解

［ １ ］ 陈寿 ： 《三国志 》 卷 １ 《魏书
？

武帝纪 》 ， 中华书局 ， ２００６ 年 ， 第 １２ 页 。 本文所引 《三国志 》 均为中华书

局 ２００６ 年版本 ， 后文不再


标注 。

［ ２ ］ 朱绍侯 ： 《官渡之战和赤壁之战双方胜败原 因试探 》 ， 《河南大学学报 （社会科学版 ） 》 ２０ １ ５年 ５ 期 。

［ ３ ］ 杨巨中 ：
《官渡之战中曹军兵力考 》 ， 《军事历史 》 ２０００ 年 ６ 期 。
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围和诸葛亮的空城计 ，

Ｗ 定量描

述中国古代区域性虎患频次、 烈

度和时空分布等 。

［
２

］ 而其中 ，
兰

彻斯特方程是
一

种较为成熟的模

拟战争的常用方法 。

基于以 上
， 本文在考察历史

文献 、 推算官渡之战曹军兵力基

础上 ， 尝试用兰彻斯特方程仿真

官渡之战过程中双方兵力变化 ，

进而对这场战争中曹军的兵力规

模进行估算 ，
以此也算用历史定

性研究与模型定量分析相结合的

手段 ， 对古代史研究作些尝试。

史料考察

（

＿

） 经济背景

土地 、 粮食和人 口是古代国

力强弱的重要指标 。 土地承载着

食物 、 居住空间 、 战略防御纵深

等资源 ，

［
３

］ 影响着军队兵员的数

量。 官渡之战前曹操所拥有的土

地面积和质量 ， 并不逊于袁绍。

土地面积方面 ， 袁绍当时拥

有河北幽、 冀、 并 、 青四州 ，
是

当 时最强大的割据势力 。 曹操本

来据有兖州、 豫州 ， 建安二年 （ 公

元 １９７ 年 ） 战胜袁术 ， 袁术逃到

淮南 。 官渡战前孙策新亡 ， 孙权

还未形成气候 ， 曹操得以控制扬

州的部分地区 。 建安三年 （ 公元

１９８年 ）曹操战胜割据徐州的吕布 ，

夺得徐州 ，
之后刘备反叛曹操短

暂占领徐州 （公元 １９９ 年 １２ 月 ）
，

但是在官渡战前又被曹操收复 （ 公

元 ２００ 年 １ 月 ） 。 建安三年李傕

被部将所杀 ， 曹操上表钟繇为司

隶校尉 ， 相当于控制了关中地区 。

建安四年 （ 公元 １９９ 年 ） 宛城军

阀张绣投降曹操。 所以 ， 官渡之

战前 ， 曹操拥有兖、 豫 、 徐三州 ，

扬州的
一

部分以及关中地区 ， 单

纯从地域面积上大于袁绍。

累月 经年的战乱使得民生凋

敝 。 为此 ， 曹操 自建安元年 （ 公

元 １ ９６ 年 ） 实行屯田制 ， 极大地

增强经济实力 ， 为作战奠定了经

济基础 。

《三国志 》 记载 ：

“

是岁 （ 建

安元年 ） 用 冬祗、 韩浩 等议 ，
始

兴 屯 田 。

”
［

４
］ 注 引 《 魏书 》 对这

句话进行了解释 ：

自 遭荒 乱 ， 率乏粮谷 。 诸 军

并起 ，
无终岁之计……公曰

：

“

夫

定国之术 ， 在于强兵足食 ， 秦人以

急农兼天下 ； 孝武以 屯田定西域 ，

此先代之 良式 也 。

”

是岁 ， 乃募

民 屯 田许 下 ， 得谷百 万斛 。 于是

州郡例置 田官 。
［
５
］

《资治通鉴 》 对此也有记载 ：

中平 以 来 ，
天下乱 离

，
民弃

农业 ， 诸军 并起 ， 率乏粮谷 ，
无

终岁 之计 …… 羽 林监枣祗请建置

屯 田
， 曹操从之 ，

以祗为 屯 田都

尉 ，
以骑都尉任峻为典农中 郎将 ，

募民 屯 田 许下 ， 得谷 百万斛 。 于

是 州郡例 置 田 官 ， 所在积谷 ，
仓

廪 皆 满 。 故操征伐四方
，
无运粮

之劳 ，
遂能兼并群雄。 军 国之饶

，

起于祗而成于峻。
［
６

］

以上记载均反应了屯 田的重

要意义 ，
同时表现出曹操因屯田

而获得的巨大优势 。

“

得谷百万

斛
”“

所在积谷 ， 仓廪皆满
”

这

样的描述 ， 都体现出曹操不用担

心军粮的问题。 如果
“

百万斛
”
［

７
］

的说法为真 ， 根据当时的度量 ，

可供 １ 万军队食用 ４ 年多 。 官渡

之战曹军在与袁军相持了半年多

才出现粮食危机 ， 从这个角度可

以推测 ， 曹军数量至少有 ８ 万人 。

依当 时看 ， 黄河以北的冀州

比黄河以南的中原地区殷实富足。

虽然曹操经过几年屯 田经济条件

有所改善 ， 但仍然不能和河北地

区相比。 至今未见史书记载袁军

有什么粮食危机 ， 反而还曾大规

模运输粮草 ， 因此虽然曹操的屯

田制为 自 己赢得了与袁绍
一

战的

机会 ， 但是单纯在粮食的绝对值

［ １ ］ Ｃｏｔ ｔｏｎＣ
，Ｌ ｉｕＣ． １ ００Ｈｏｒ ｓｅｍｅｎａｎｄｔｈｅｅｍｐｔ ｙｃ ｉｔｙ ：Ａｇａｍ ｅｔｈ ｅｏｒ ｅｔ ｉｃｅｘａｍｉ ｎａｔ ｉｏｎｏｆｄｅ ｃｅｐ ｔ ｉｏｎ ｉｎＣｈ ｉｎｅｓ ｅｍ ｉ ｌ ｉ ｔａｒｙ ｌ ｅｇｅｎｄ ．

Ｊ
ｏｕｒ ｎａｌｏｆＰ ｅａｃｅＲ ｅｓ ｅａ ｒｃｈ

，２０１ １ ，４ ８
（
２

）
：２ １ ７

－

２２３ ．

［ ２ ］ 曹志红 ：
《老虎与人 ： 中国虎地理分布和历史变迀的人文影响因素研究 》 ， 陕西师范大学 ， ２０ １ ０ 年 ， 第 １ ４１

一

 １ ５６ 页 。

［
３

］ 邵鹏 、 陈天嘉 、 任定成 ： 《三国叙事中的领地行为与资源 占有》 ， 《 自然辩证法研究 》 ２０１ ６ 年 １ ２ 期 。

［ ４］ 陈寿 ： 《三国志 》 卷 １ 《魏书 ？ 武帝纪》
， 第 ９ 页 。

［
５

］ 陈寿 ： 《三国志 》 卷 １ 《魏书 ？ 武帝纪》 注引 《魏书 》 ， 第 ９ 页 。

［ ６］ 司马光 ：
《资治通鉴》 第 １ 卷 ， 中华书局 ， ２００７ 年 ， 第 ７ ２７

—

７２８ 页 。

［ ７ ］ 斛 ： 中国旧量器名 ， 亦是容量单位 。 唐代以前 ，
１ 斛约等于 １ ２０ 斤 。
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方面曹操并不占有劣优势。

人口方面 ， 根据 《 后汉书 ？ 郡

国志 》 记载 ， 袁绍所占青 、 冀 、 幽 、

并四州总户数约为 ２００ 万 （ 不计

公孙氏所 占辽东等郡 ）
， 人口约

８５０ 万
； 曹操所占的司、 豫 、 兖 、

徐四州的总户数为 ３９０ 万
， 人 口

约 １８００ 万
， 这是汉时统计 ， 曹操

占领区比袁绍占领区高出
一

倍 。

但是汉末诸侯并起 、 战争频发 ，

袁绍所 占据的黄河以北地区不是

主要战场 ， 人口损耗不如曹操所

占据的中原地 区剧烈 。 并州几乎

没有遭到破坏 ， 幽州经刘虞务农

植谷、 招抚流亡 ， 人口十分殷实 。

因此袁绍占领区人口损耗按半数

计算仍有 ４００ 多万。 曹操 占领的

中原地区 ，
受战乱影响最为剧烈 ，

东至陈留南至颍川 ，

“

数百里中

无烟火
”

徐州久经战祸 ，

“

所

过多所残戮
”
 ［

２
］

；
“

江淮间空尽 ，

人民相食
”［

３
］

。 曹操占领区人口耗

损严重 ，

“

是时天下户 口减耗 ，

十裁
一

在
， ’

［
４

］

，
以减少十分之二计

算 ， 有 ３００ 多万 口
， 略少于袁绍

占领区的人口 。

综上分析 ， 在土地面积方面 ，

曹操略占优势 ； 粮食产量和人 口

方面 ， 曹袁相差不多 ， 曹操虽略

逊于袁绍 ， 但具备和袁绍抗衡的

基础 。

（
二

） 曹操的军队发展

客观上说 ，
土地 、 粮食和人

口只是
一

国的战争基础 ， 相当于

动物行为学中资源占有潜力 ，
即

控制有价值资源的潜力 。

Ｗ 这些

对战争起着十分重要的支撑 。 而

军事力量是直接的战争实力 ， 决

定着战争的胜负 。 冷兵器时代 ，

由于敌对双方通常不存在武器装

备的
“

代差
”

，
因而衡量战争实

力往往通过兵将的数量和质量 ，

军队的数量是决定战争胜负的关

键因素 。

回顾曹操在军队的发展史 ，

他在中平六年 （ 公元 １ ８９ 年 ） 起

兵讨伐董卓 ，
《 三国志 》 注引 《世

语 》 记载 ：

“

陈 留孝廉卫兹 以 家

财资太祖 ，
使起兵

，
众有五千人。

”

［
６

］

即曹操起兵时有
一

支 ５０００ 人的部

队。 不久汴水
一

战被董卓部将徐

荣大败 ， 曹操被乱箭击中 ， 骑曹

洪的马才得以逃命。 后来曹操带

夏侯惇到扬州募集了４００多人 ，

到桎和建平又得到 １０００ 多人。 初

平三年 （ 公元 １９２ 年 ） ， 曹操在

鲍信的帮助下成为兖州刺史 ， 并

在与黄巾的战斗中取得巨大胜利 ，

［
１
］ 陈寿 ： 《三国志 》 卷 ４６ 《吴书

？ 孙破虏讨逆传 》 ， 第 ６５ １ 页 。

［ ２ ］ 陈寿 ： 《三国志 》 卷 １ 《魏书
？

武帝纪》
， 第 ７ 页 。

［ ３ ］ 陈寿 ： 《三国志 》 卷 ６ 《魏书
？ 董二袁刘传 》 ， 第 １ ２８ 页 。

［４］ 陈寿 ：
《三国志 》 卷 ８ 《魏书

？

二公孙陶四张》 ， 第 １ ６０ 页 。

［ ５ ］ 陈天嘉 ， 任定成 ： 《争斗策略的理论模型和经验验证》 ， 《生物学通报 》 ２０１ ０ 年 １ ２ 期 。

［６］ 陈寿 ： 《三国志 》 卷 １ 《魏书
？

武帝纪》 注引 《世语》
， 第 ４ 页 。

［ ７ ］ 陈寿 ： 《三国志 》 卷 １ 《魏书 ？ 武帝纪》 ， 第 ６ 页 。

［８］ 陈寿 ：
《三国志 》 卷 １ 《魏书

？

武帝纪》 ， 第 ８ 页 。

［
９

］ 陈寿 ： 《三国志 》 卷 １ 《魏书 ？ 武帝纪》 ， 第 １ ０ 页 。

古近代军史

受降 ３０ 万黄巾军 ，
《 三国志 》 记

载 ：

“

追黄 巾 至济北 。 乞降 。 冬 ，

受降卒三十徐万 ， 男女百徐万 口
，

收其精锐者 ， 号 为 青 州 兵。

”
［

７
］

这些青州兵都是身经百战的悍匪 ，

战斗力很强。

建安元年 （ 公元 １９６ 年 ）
，

曹操又
一

次打破黄巾 ， 《三国志 》

记载 ：

“

汝 南 、 颠川 黄 巾 何仪、

刘辟、 黄邵 、 何曼等 ，
众各数万 ，

初应袁术 ，
又 附孙坚 。

二 月
，
太

祖进军讨破之 ，
斩辟、 邵等 ，

仪

及其众 皆 降 。

”
［

８
］ 虽然这段记述

中没有提及具体数字 ， 但是黄巾 ４

位将领
“

众各数万
”

， 总数应在 ４

万到 １０ 万之间 ， 曹操经过这次战

役再
一

次大规模扩充了 自 己的军

事力量 。

建安三年 （ 公元 １９８ 年 ） 曹

操在下邳战胜吕布 ， 收降了侯谐 、

宋宪 、 魏续、 臧霸 、 孙观等部 。

其中以臧霸为首的
“

泰山诸将
”

，

带领的
“

泰山兵
”

也是当时的
一

支

劲旅 ，
因此臧霸等人投降后受到

曹操的厚待 ， 《 三国志 》 对其描

述是 ：

“

布败 ， 获霸等 ，

公厚纳待 ，

遂割青 、 徐二 州 附於海 以委焉 ，

分琅邪 、 东海、 北海为城阳 、 利城、

昌虑郡。

”
［

９
］
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建安 四年 （ 公元 １９９ 年 ）
，

曹操战胜眭固 ，
眭固的部将薛洪 、

缪尚率其部队投降 ， 而眭固的军事

力量最初是属于河内太守张扬的。

建安五年 （ 公元 ２００ 年 ）
， 庐江

太守刘勋带领部队投降曹操。

自 中平六年到建安五年这 １０

年左右的时间 ， 曹操将
一

支 ５０００

人的队伍迅速扩大到至少 ４０ 万人 。

曹操当时在四面八方都有敌人需要

应对 ，
因此这些军队不能全部投入

对袁绍的战争中 ， 但曹操具备派出

与袁绍相当数量军队的能力 。

（
三

） 曹军主要将领的兵士

数量

通过分析曹操主要将领的传

记
， 在记述官渡之战的内容中都直

接或间接的提到了所率领兵士的数

量
， 借此可以推测曹操在这次战争

中投入的军力 。 根据 《三国志 》 记

载 ， 曹操手下参与官渡之战的重要

将领有 １４位 ， 分别为夏侯渊 、曹仁 、

曹洪 、 乐进、 于禁 、 徐晃 、 李典 、

李通 ， 臧霸， 许褚、 任峻 ， 关羽 ，

张辽 、 张绣。 在这些人的传记当中

明确提到兵士数量的是将领于禁 ，

可通过他的传记为线索来推测其他

各位将军的兵力 。

《三国志 》 记载 ：

太祖初征袁绍 ，
绍兵盛

， 禁原

为先登 。 太祖壮之 ， 乃遣步卒二千

人
，
使禁将 ， 守延津以拒绍 ，

太祖

引 军还官渡。 刘备以徐州叛 ，
太祖

东征之 。绍攻禁 ，禁坚守 ，
绍不能拔。

复与 乐进等将步骑五千 ，
击绍别营 ，

从延津西南缘河至汲、 获嘉二县 ，

焚烧保聚三十馀屯 ，
斩首获生各数

千 ， 降绍将何茂 、 王摩等二十馀人。

［
１

］

从这里看于禁和乐进共同掌控

的部队有 ５０００ 人。 《 三国志 》 卷

＋七 《张乐于张徐传 》 的最后曾有

这样的评价 ：

“

太祖建兹武功 ，
而

时之良将 ，
五子为先 。

”
［
２

］可见张辽 、

乐进 、 于禁 、 徐晃、 张郃为曹操最

重要的 ５ 位将领 ， 张郃在官渡之战

后归附曹操 ，
之前 ４ 位将军都在官

渡之战中为曹操立下汗马功劳。 张

辽
“

数战有功 ，
迁裨将军 ， 袁绍破 ，

别遣辽定鲁 国诸县 。

”
 ［

３
］ 徐晃

“

从

破刘备 ，

又从破颜 良 ，
拔白马

，
进

至延津 ，
破文丑

， 拜偏将军 。 与 曹

洪击癮疆贼祝臂 ，
破之

，
又与 史渙

击袁绍运车於故市 ，
功最多 ，

封都

亭侯 。

”
［

４
］ 通过对这二位的描述

可以推测 ， 张辽作为曹操五大将之

首 ， 统兵数量不会低于于禁和乐进。

徐晃参与了官渡之战几乎全部的重

要战争 ， 建功最多 ， 因此掌握的军

队数量可能多于张辽。 这四位将军

所控制的军队可能接近 １５０００ 人。

此外关羽虽是降将 ， 但是深得曹操

［
１

］ 陈寿 ： 《三国志 》 卷 １７ 《魏书 ？

张乐于张徐传 》 ， 第 ３ １４ 页 。

［ ２ ］ 陈寿 ： 《三国志 》 卷 １７ 《魏书
？

张乐于张徐传 》 ， 第 ３ １９ 页 。

［
３

］ 陈寿 ： 《三国志 》 卷 １７ 《魏书 ？ 张乐于张徐传 》 ， 第 ３ １ １ 页 。

［ ４］ 陈寿 ：
《三国志 》 卷 １７ 《魏书

？

张乐于张徐传 》
， 第 ３ １ ７ 页 。

［ ５ ］ 台湾三军大学 ： 《 中国历代战争史》 第 ４ 卷 ， 军事译文出版社 ，
１９８ ３年 ， 第 １０８ ６ 页 。

［ ６］ 陈寿 ： 《三国志 》 卷 １８ 《魏书
？

二李臧文吕许典二庞阎传 》
， 第 ３ ２５ 页 。

［
７

］ 陈寿 ： 《三国志 》 卷 ８ 《魏书 ？

二公孙陶四张传 》 ， 第 １６０ 页 。

器重
，
而且在官渡之战开战之初就

斩杀敌方大将颜良 ，
立下大功 ， 因

此关羽统帅的部队应与以上 ４位将

军接近。

曹仁 、 曹洪 、 夏侯惇 、 夏侯

渊都是曹操的宗亲 ， 曹操起家时就

是和夏侯惇
一

起募兵 ， 以后的武装

都是在这个基础上发展起来的 。 曹

氏和夏侯氏的将军是曹操最为倚重

的 ， 因此他们手中的部队数量不会

低于以上 ４ 位将军。 台湾三军大学

编著的 《 中 国历代战争史 （ 四 ）

？

三国时期 》 汇总了各种历史材料 ，

认为夏侯惇率领步兵 ５０００ 人镇守

敖仓和孟津 。

［
５

］ 以此推断这 ４ 位

宗亲将军的部队共约 ２ 万人。

许褚带领近卫军保卫曹操 ，

深得曹操信任。 《 三国志 》 记载 ：

“

从讨袁绍於官渡 。 时常从士徐他

等谋为逆 ，

以褚常侍左右 ， 惮之不

敢发……太祖益亲信之 ，
出入同行

，

不 离 左右。

”
Ｗ 由于许褚跟随曹

操 ， 保卫主公的同时进行
一些军事

活动 ，
因此自己所辖的军队应该不

如以上几位将军。

麵在官渡战争之前才听取贾

诩的建议归附曹操 ， 《 三国志 》 记

述 ：

“

绣至 ，
太祖执其手 ，

与欢宴 ，

为子均取绣女
， 拜扬武将军 。 官渡

之役
，
绣力战有功 ，

迁破羌将军 。

”
［
７
］

张绣在归附曹操之前已经是
一

个有

■６２



一

定势力的割据军阀 ，
而且曾经在

与曹操的战争中重创过曹操 ， 因此

其兵力不容小觑 。 加之他归附时曹

操所表现出的兴奋态度 ， 可见他在

官渡战前的关键时刻为曹操送来
一

支规模可观的军事力量 ，
可能在

５０００人以上 。

臧霸也是降将 ，
且手握名为

“

泰山兵
”

的劲旅 ， 同样受到了

曹操的厚待。 曹操将青、 徐两地

的事物交给臧霸 ， 作为重要的战

略右翼 ， 他统辖的军队应该不下 １

万余。

李通在官渡之战时镇守汝南

以防孙氏 ， 在这个过程中还遭到

策反 ，
《 三国志 》 记载 ：

太祖与 袁绍 相拒於 官渡。 绍

遣使拜通征 南将军 ，
刘表 亦 阴 招

之
，
通皆拒焉 。 通亲戚部 曲流弟 曰

：

“

今孤危独守 ，
以失大援

，
亡可立

而待也 ，
不 如亟从绍 。

”

通按剑

以叱之曰
：

‘ ‘

曹公明哲 ，
必定天下 。

绍 虽 强盛
，
而任使无 方

，
终为之

虏耳 。 吾以死不贰 。

”

即斩绍使 ，

送印绶诣太祖 。
Ｗ

遭到策反说明收到了敌方重

视 ， 因此李通所率领的守军应该

至少也有 １ 万人 。

以上几位将军的部队相加大

概有将近 ７ 万人 ，
再加上史书中

没有明确记载的将领 ， 曹军的总

数可能有 ８ 万
，
而且 《 三国志 》

描述了这样
一

个细节 ：

“

太祖在

官渡 ，
与 袁绍相持 ，

繇送马二千

馀 匹给军 。

”
 ［

２
］ 这只是钟繇在西

北提供的战马 ， 曹操的骑兵数量

可能不仅如此 。 据此推断参与官

渡之战的曹军步兵骑兵总数应该

超过 ８ 万人 。

李典和任峻都是负责后勤的

将领。 其中李典负责谷 帛 ， 任峻

负责运送军粮。 《 三国志 》 中关

于运送军粮记载可以从另
一

个侧

面推测曹军的数量 ：

“

官渡之战 ，

太祖使峻典军器粮运。 贼数寇钞绝

粮道
， 乃使千乘为一部 ，

十道方行
，

为复陈以 营卫之 ， 贼不敢近。

”
 ［

３
］

一

“

部
”

是 １０００ 辆运粮车 ， 根据

任峻传的描述每次不止
一

部 ，
可

见运粮车的数 目 很多 ，
因此军队

的规模应该也有几万人 ［
４

］

。

综上所述 ， 从文献角度分析 ，

不论是经济 、 军队发展 ，
还是将

领的兵士数量方面 ， 曹操都有可

能派出接近 ８ 万人的军队参加官

渡之战 ，
而不是

“

不满万
”

。 史

书中的得出这个结论或是仅仅描

述了某
一

场战役的人数比 ， 或是

用这种夸张的写法侧面赞美曹操。

不论出于何种 目 的 ， 都和文献中

体现的历史情形不相符 。

下文试通过建立微分方程来

古近代军史

模拟官渡之战时的人数变化 ，
用一

个新的视角来考察这个历史问题 。

一种基于微分方程模拟
军队数量变化的方法

人类社会生活变迀是
一

个连

续变化 、 渐进演化的过程 。 在 自

然科学领域 ， 科学家常常用微分

方程来模拟各种现象随时间推移

而连续发生的变化。 这样做的原

因不是这些现象呈现出来的变化

过程与社会政治变迀存在本质差

异
，
而是科学家想用微分方程模

型来更好地模拟在真实世界中发

生的现象随时间连续变化的本质。

［
５

］ 微分方程在物理 、 化学 、 工程

等领域都有应用 。

社会科学家也研究变迀 ，
且

有
一些非常值得注意的用微分方

程来模拟变迁过程的例子 ，
比如兰

彻斯特方程。
１９１４年 ，

兰彻斯特 （
Ｆ ．

Ｗ ．Ｌａｎｃｈｅｓｔｅｒ） 引入了
一组稱合

的常微分方程 ，
现在通常称为兰

彻斯特方程 （
ＬＥ

 ） ， 将它作为现

代战争的损耗模型。
Ｗ 这个方程

形式上等价于用来模拟捕食者
一

猎物种群交互动态性的 Ｌｏｔｔｋａ－

Ｖｏｌｔｅｒａ 方程式 。

￣ＬＥ 后来用作

一

种基本的数学模型 ， 大多现代

作战损耗理论都是基于这个模型。

［
１
］ 陈寿 ： 《三国志 》 卷 １ ８ 《魏书 ？

二李臧文 吕许典二庞阎传》 ， 第 ３２ １ 页 。

［ ２ ］ 陈寿 ： 《三国志 》 卷 １ ３ 《魏书
？

钟繇华歆王朗传 》 ， 第 ２３ ９ 页 。

［
３

］ 陈寿 ： 《三国志 》 卷 １ ６ 《魏书 ？ 任苏杜郑仓传 》 ， 第 ２９５ 页 。

［４］ 杨德炳 ：
《官渡之战相持阶段曹军兵力考 》

，
《襄樊学院学院学报》 ２００８ 年 ２９ 卷 １ ０ 期 。

［ ５ ］ 考特尼 ？ 布朗 ， 李兰 ： 《微分方程 ：

一

种建模方法》 ，
上海人民出版社 ，

２０１ ２ 年 ， 第 ２ 页 。

［６］Ｌａｎ ｃｈｅ ｓ ｔ ｅｒＦ ．Ｗ ．Ａ ｉｒ ｃｒａｆｔｉ ｎＷａｒ ｆａｒ ｅ
，Ｌ ａｎ ｃｈｅｓ ｔ ｅｒＰ ｒｅ ｓ ｓ

，１９ ９５ ．

［
７

］Ｈｏ ｆｂ ａｕ ｅｒＪ ．ａｎｄＫ ．Ｓ ｉ ｇｍｕｎ ｄ ．Ｅ ｖｏ ｌｕ ｔ ｉ ｏｎａ ｒｙＧａｍ ｅ ｓａｎ ｄＰ ｏｐｕ ｌ ａｔ ｉ ｏｎＤ ｙｎ ａｍ ｉ ｃ ｓ
，Ｃ ａｍｂ ｒｉ ｄｇｅＵ ｎｉ ｖｅｒｓ ｉ ｔｙＰ ｒｅｓ ｓ ，１ ９８８ ．
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ＬＥ 很直观 ，
易于应用 ，

用数

学术语表示 ，
ｔ 表示战斗时刻 ，

ｍ （ｔ ） 、 ｎ（ｔ） 表示战斗开始后在 ｔ 时

刻蓝方 、 红方在战斗中剩存的战

斗单位数量 ，
ｃｔ 、 Ｐ 分别表示蓝方、

红方在单位时间内每
一

战斗单位

杀伤对方战斗单位的比例 ，
即战斗

力系数。 兰彻斯特方程可表示为 ：

竽＝＿， 竽＝＿ 細）

这 个 方 程 可 以 推 导 出 ：

（ ｍ０２－ｍ（ｔ）２ ）
＝ （ｎ０２

－

ｎ（ｔ ）２） 。

ｍＯ 、 ｎＯ 是蓝方 、 红方的初始战斗

数量 。

官渡之战当中的兵士数量是

随着战争进行而变化的 ， 因此可

以用兰彻斯特方程对官渡之战双

方兵力的变化进行建模。 有学者

尝试过这类方法 ， 但是所采用的

数据部分来 自 《 三 国演义 》 。

［
１
］

小说由 于情节需要不免虚构和夸

张 ， 不宜用做历史研究的证据 ，

因此本文在赋值过程中全部采用

《 后汉书 》 《 三国志 》 《资治通鉴 》

等正史记载 。 根据官渡之战的兵

士损耗主要存在于常规军事行动

（ 正面战争 ）和非常规军事行动 （ 奇

袭 ） 中 。 设士兵损失率为 Ｘ
， 常

规军事行动损失率为 Ｘ Ｉ
， 非常规

的军事行动的损失率为 Ｘ２。 规定

最小时间单位 ｔ为天 。 袁军兵力随

时间变化函数为 ｘ
（ｔ） ， 曹军兵力随

时间变化函数为 ｙ（ｔ ） ， 建立方程如

下 ：

ｄｘ

ｄｔ

＝－ ｘｌ
－

Ｘ２

在常规军事行动中 ，
己方士兵损失率 Ｘ Ｉ 与对方军队士兵数成正比 ：

Ｘｌ ＝ 战争资源系数 （
Ａ

 ）ｘ 军事能力系数 （ ａ）ｘ 对方参战士兵数

量

Ａ＝ 本方主帅对资源利用的情况 ／ 双方资源总和

ａ＝ ａｘ 武将能力值 ＋ （１
－

ａ）ｘ士兵能力值

战争资源包括当时双方所占有的土地面积 、 人口 、 经济状况、 政权

稳定程度等等 。 根据上文的分析 ， 袁绍在资源储备方面优于曹操 ， 但据

史料记载 ， 曹操在战争动员方面强于袁绍 ， 因此在战争资源系数方面双

方相差不多 ， 因此战争资源系数比为 ：

袁军 ： 曹军 ＝０ ．５
：
０ ．５

。

表 １ 根据文献记载为参与官渡之战的全部武将分别赋予
一

个能力值

（ 满分 １ ０ ） 。 武将在战争中的作用要强于
一

般士兵 ，
因此将军事能力系

数 ａ 赋值为 ０ ．６
。

由于曹军的组成中有青州兵和泰山兵 ， 作战能力略强于袁军 ， 可以

据此假设士兵能力的比值为 ：

袁军 ： 曹军 ＝０ ．４
：
０ ．６

。

在非常规军事行动中 ， 由于谋士设计了某种计谋 ，采用非常规方式 （如

偷袭 ） 对对方造成了打击。 己方士兵损失率 Ｘ２ 与对方参与战队士兵数

量 （ ｋｘ 对方参战总数 ，
ｋ为参与偷袭战的比例系数 ，

０ 矣 ｋ 矣 １） 和己

方被袭击士兵数量的乘积成正比 ：

Ｘ２＝ 计谋能力系数 （
Ｂ ）ｘ 己方士兵数 ｘ 对方参与士兵数量

Ｂ＝
卩

ｘ 主将决策水平值 ＋（１
－

ｐ）ｘ 文臣能力值

主将在计谋的实施过程中有重要的决策作用 ，
因此 Ｐ 赋值为 ０ ．６

。

官渡之战中曹操的战略战术选择能力 、 战场指挥能力等都胜袁绍
一

筹 ，

因此假设其主将决策水平系数比值为 ：

袁绍 ： 曹操 ＝０ ．３
：
０ ．７

表 １ 根据 《 三国志 》 记载为参与官渡之战的全部武将文臣分别赋予

能力值 （ 满分 １０）
， 能力值的差别体现在武将参与的事件数量以其在事

件中文字描述出来的重要程度 。

根据表 ３ 的数值 ， 得到官渡之战的微分方程模型为 ：

尝
＝－ ０． Ｓ
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］ 梅正阳 ： 《数学模型下的官渡之战曹操兵力考》 ，
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官渡之战双方文臣能力值 （ 表 ２）

曹 操袁 绍

姓名 事件 得分 姓名 事件 得分

郭嘉 ①十胜论 ， 分析敌我形势 ②建议战前先平定吕布 ７ 田丰
①不建议伐曹 （未听取 ） ②战前曹操

打刘备时建议偷袭曹操后方 （未听取）

７

荀或 曹操欲退军 ， 上书制止 ， 曹操接受建议 ， 迎来转机 ７ 沮授

①白马之战不建议派出颜良 （未听取） ②建
议持久战

（
未听取

） ③最后
一

次运粮草时为

防止曹操偷袭建议增加
一

支护卫队 （未听取 ）

７

荀攸
①设计斩杀颜 良、 文丑 ②献计第

一

次烧袁绍军粮

③信任许攸 ， 建议偷袭乌巢＿任张郃 ， 接受其降
７ 崔琰 不建议伐曹 （未听取 ） ５

贾诩 建议张绣归附曹操 ， 提升曹方战力 ６ 郭图
①支持伐曹

②曹操偷袭乌巢时建议攻击曹营
５

钟繇
①安抚马腾 、 韩遂 ， 使得西北无忧

②相持阶段提供两千多匹马
５ 审配 支持伐曹 ５

程昱 守住鄄城 ， 使得东北无忧 ５ 逢纪 兵败后诬陷田丰 ３

建议偷袭乌巢
①突袭许都 （未听取）

②因犯法怕被审配加害 ， 投降曹操

讨伐曹操檄文

总计 总计

６５■
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模型参数 （ 表 ３ ）

曹 操 袁 绍

参数
｜

意义 数值 参数 意义 数值

ｘ （０） 袁军初始兵力 １ ０００００
ｙ （〇） 曹军初始兵力 ２ ００００

ＡＸ 战争资源系数 ０ ． ５ Ａ
ｙ 战争资源系数 ０ ． ５

武将能力值 ７ １ ／１ ０８■ 武将能力值 ３７ ／１ ０８

士兵能力值 ０
． ６ 士兵能力值 ０ ． ４

■主将决策水平值 ■ ０ ． ７ 主将决策水平值 ０ ． ３

文臣能力值 ４４／８ ４ ４０／８４

参加偷袭战人数 ５０００

此方程根据
“

以少胜多
”

的

描述 ， 袁军的起始兵力设为 １ ０

万人 ， 曹军的起始兵力设为 ２万

人 ， 这是
一

个比较悬殊的比例 。

用 ＭＡＴＬＡＢ 编程求解后 ， 曹军

的数量随时间的增长而逐渐减少 ，

直至趋近于 ０
， 即输掉战争 （ 见图

１） 。 调整方程除起始兵力外的其

他参数 ， 只会改变曹军随时间减少

的幅度 ， 并不能改变战争的结果。

也就是说根据这个方程 ， 曹操以

如此少的兵力是没有可能赢得战

争胜利的。

但当增加曹军起始兵力之后 ，

战争的结果开始发生变化 ， 当起

始兵力增长到 ６ 万以后 ， 袁军的

数量开始减少 ， 并逐渐到 ０（ 见图

２ ） 。 随着起始兵力的增加 ， 袁军

数量减少的幅度开始加快。

通过 图 １ 可以发现 ， 尽管在

士兵能力和主将决策水平方面曹

操优于袁绍 ， 但倘若军队的绝对

数量差别太大 ，
士兵能力和主将

决策水平并不能左右战局 。 图 ２

中军队绝对数量曹操和袁绍的差

距已经变小 ， 当达到 ６ 万人时 ，

在士兵能力和主将决策水平依然

优于袁绍的前提下 ， 战争结果才

发生转变 。 通过反复试验 ， 曹操

兵力低于袁军六成时几乎无胜算 ，

一旦超过六成 ，
且在其他参数占

优时 ， 才可能取得战争的胜利 。

因此
， 曹军

“

不满万
， ’

并不可信 ，

但稍少于袁军是可能的 ， 这也与

历史上描述的
“

以少胜多
”

相符 。

综上所述 ，
兰彻斯特方程可

以对冷兵器时代战争的军队数量

变化做近似的模拟 。 尽管对于方程

的赋值大多是根据史书中定性的

描述 ，
无法给出精确的数值关系 ，

但是用这种方式至少可以从
一

个

方面说明曹操的兵力与袁绍并非

十分悬殊 。 （ 编辑 ： 王浩然 ） 〇

图 １ 初始兵力悬殊时双方根据时间的兵 力 变化图 ２ 初始兵力差别减少后双方根据时间的兵力 变化

■６６


